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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

ðå÷ü âñåãäà èä¼ò îá àïïðîêñèìàöèè êîíòèíóàëüíûõ îáúåêòîâ X êîíå÷íî-

ìåðíûìè è î ïîñòðîåíèè àíàëîãîâ ïîñëåäíèõ, îòïðàâëÿÿñü îò ïîíÿòèé, äî-

ïóñêàþùèõ �èíèòíóþ �îðìàëèçàöèþ [1℄. Íàèëó÷øåå �èíèòíîå îïèñàíèå

îáúåêòà X , îïðåäåëåííûì îáðàçîì îðãàíèçîâàííîãî â ìåòðè÷åñêèé êîì-

ïàêò, ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà αn(X), êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíü ε-ñäâèãîâX â êîìïàêòXn

òîïîëîãè÷åñêîé

ðàçìåðíîñòè dimXn ≤ n. Ñîäåðæàòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îá àñèìïòîòèêå
αn(X) èçâëåêàåòñÿ ïðè ýòîì ñðåäñòâàìè òåîðèè ïðèáëèæåíèé, åñëè íàéäåí

è èññëåäîâàí ïîäõîäÿùèé äëÿ X àïïðîêñèìàöèîííûé àïïàðàò. Îïðåäåëèâ

òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé êîìïàêò X èñ÷åðïûâàåòñÿ êîìïàêòàìè òîïîëîãè÷å-

ñêîé ðàçìåðíîñòè ≤ n, âåëè÷èíà àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà óêàçûâàåò
ïîãðåøíîñòü �èíèòíîãî îïèñàíèÿ X ñ ïîìîùüþ n ÷èñëîâûõ íåçàâèñèìûõ

ïàðàìåòðîâ, ðóêîâîäñòâóÿñü èñêëþ÷èòåëüíî èí�îðìàöèåé î �ãëàäêîñòíîé�

ñòðóêòóðå X : ÷åì áîëüøåé ãëàäêîñòüþ îáëàäàåò êîìïàêò X , òåì áûñò-

ðåå ñ ðîñòîì n óáûâàåò ê íóëþ αn(X). Êà÷åñòâåííàÿ �èíèòèçàöèÿ �óíê-

öèîíàëüíîãî êîìïàêòà X îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì íàñëåäîâàíèåì åþ

äè��åðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ X . Ïîñëåäíåå ïðèâåëî Ê.È. Áàáåíêî [2℄,[3℄ ê
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îòêðûòèþ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ � íåíàñûùàåìûõ � âû÷èñëèòåëüíûõ ìå-

òîäîâ, ñïîñîáíûì àâòîìàòè÷åñêè ñ ðîñòîì �çàïàñà� ãëàäêîñòè X (ïðè ïðî-

÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ) ñàìîñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ, ÷åðïàÿ ïðèðàùåíèå ñâîåé

ïðàêòè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè íåïîñðåäñòâåííî â äè��åðåíöèàëüíîé ïðè-

ðîäå X (�åíîìåí íåíàñûùàåìîñòè). Ïðè ýòîì ïèê ý��åêòèâíîñòè íåíà-

ñûùàåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü � äîñòè-

ãàåòñÿ íà êëàññå áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ X . È ýòî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò

íåíàñûùàåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îò ìåòîäîâ, èìåþùèõ ãëàâíûé ÷ëåí ïî-

ãðåøíîñòè: êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êâàäðàòóð è äð. [4℄.

Ñóùåñòâóþò êëàññû çàäà÷ (íàïðèìåð, ýëëèïòè÷åñêèå [5℄), êîìïàêòû X
ðåøåíèé êîòîðûõ ñîñòîÿò èç C∞

-ãëàäêèõ �óíêöèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Êëàññû òàêèõ �óíêöèé, çàíèìàþùèõ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó

�óíêöèÿìè àíàëèòè÷åñêèìè è �óíêöèÿìè êîíå÷íîé ãëàäêîñòè, çàäàþòñÿ

îáû÷íî óêàçàíèåì ìàæîðàíòû ðîñòà èõ k-õ ïðîèçâîäíûõ ïðè k → ∞.

Â ðàáîòå óêàçàíà îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íè-

êà αn(X) êîìïàêòà íåïåðèîäè÷åñêèõ C∞
-ãëàäêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà

α ≥ 1, îãðàíè÷åííî âëîæåííîãî â ïðîñòðàíñòâî C íåïðåðûâíûõ íà êî-

íå÷íîì îòðåçêå �óíêöèé. �åçóëüòàò áàçèðóåòñÿ íà ðàíåå ïðåäëîæåííîì

àâòîðîì îïèñàíèè 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ C∞
-ãëàäêèõ �óíêöèé òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè [6℄, à òàêæå ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [7℄ îöåíêå ñíèçó

âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ C∞
-

ãëàäêèõ �óíêöèé.

� 2. Êîìïàêò: ðàçìåðíîñòü, àëåêñàíäðîâñêèé

ïîïåðå÷íèê

.

Âî ââåäåíèè, ãîâîðÿ î �èíèòèçàöèè êîìïàêòà X , ìû íåñêîëüêî íåîïðå-

äåë¼ííî õàðàêòåðèçîâàëè å¼, óêàçûâàÿ ëèøü íà òî, ÷òî ýëåìåíòû X îïðå-

äåëÿþòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì ÷èñëîâûõ íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ. Õîòÿ ñî-

âñåì íå î÷åâèäíî, ÷òî èäåþ ÷èñëà èçìåðåíèé ìîæíî ìàòåìàòè÷åñêè ñ�îð-

ìóëèðîâàòü äëÿ ñòîëü îáùèõ îáúåêòîâ êàê �óíêöèîíàëüíûé êîìïàêò.

Ïóñòü X � êîìïàêò â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B è Υ � åãî îòêðûòîå

êîíå÷íîå ïîêðûòèå. Âûáîð êîíå÷íîãî ïîêðûòèÿ Υ íåîäíîçíà÷åí, ïîñêîëü-

êó ñîãëàñíî òåîðåìå Áîðåëÿ-Ëåáåãà ó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è åñòü ìíîãî

ðåøåíèé. Êàêîâî, îäíàêî, äîëæíî áûòü òîïîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëåìåí-

òîâ ïîêðûòèÿ Υ, ÷òîáû îíî ìîãëî áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó ïðîöåäóðû

îòáîðà íóæíîãî?

Èç ñîâîêóïíîñòè îáùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ

Υ âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. Ïóñòü n ≥ 0 öåëîå ÷èñëî. Ïîêðûòèå Υ èìååò

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 5-18

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 5-18
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êðàòíîñòü n, åñëè ëþáûå (n+ 1) åãî ýëåìåíòîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, è ñóùå-

ñòâóåò n ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïîíÿòèå êðàòíîñòè

ïîêðûòèÿ Υ, îñíîâûâàþùååñÿ íà çàêîíîìåðíîñòÿõ åñòåñòâåííîãî çðèòåëü-
íîãî âîñïðèÿòèÿ êîìïàêòà, îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ åãî àïïðîêñèìàöèîííîé

ðàçìåðíîñòüþ, äåëàþùèì ïðåäñòàâëåíèå î ðàçìåðíîñòè êîìïàêòà X (êàê

÷èñëà èçìåðåíèé) âíóòðåííå íåïðîòèâîðå÷èâûì.

Îïðåäåëåíèå (ñì. [8, ãë. 1, � 1.7, ï. 1.7.3℄). Êîìïàêò X èìååò òîïîëî-

ãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü n (dimX = n), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

ε-ïîêðûòèå X îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè äèàìåòðà < ε è êðàòíîñòè ≤ n+1,
íî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε óæå íå ñóùåñòâóåò îòêðûòîãî ε-ïîêðûòèÿ,
êðàòíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò n.

Òàêèì îáðàçîì ñ êàæäûì ε-ïîêðûòèåì �óíêöèîíàëüíîãî êîìïàêòà X
âñåãäà ìîæíî ñâÿçàòü íåêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à èìåííî ÷èñëî n, äëÿ
êîòîðîãî â X ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ n ðàçëè÷íûì ýëåìåí-

òàì Υ. Ò.å. ïðåäñòàâëåíèå îá n-ìåðíîì êîìïàêòå êàê òîïîëîãè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå, ýëåìåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ íàáîðîì èç n ÷èñëîâûõ íåçàâè-

ñèìûõ ïàðàìåòðîâ, �îðìàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ðàçìåðíîñòè. Ââå-

ä¼ííîå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè âïîëíå ïîêðûâàåò èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå î ðàçìåðíîñòè, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâà Rn
, ïîñêîëüêó âåðíà òåîðå-

ìà Ëåáåãà-Áðàóýðà, ãëàñÿùàÿ î òîì, ÷òî dimRn = n.

Àëåêñàíäðîâñêèé ïîïåðå÷íèê êîìïàêòà X çàäà¼òñÿ [4, ãë. 1, � 2, ï. 4℄:

αn(X,B) = inf
(Xn, ν)

sup
f∈X⊂B

‖f − ν(f)‖, (1)

ãäå inf áåð¼òñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïàðàì (Xn, ν), ñîñòîÿùèì èç ëåæàùåãî

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B êîìïàêòà Xn
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè n

è íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ν : X → Xn
.

Ââåäåíèå Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâûì [9℄ ïîíÿòèÿ ïîïåðå÷íèêà ñâèäåòåëüñòâó-

åò î ïðèíöèïèàëüíî âàæíîé ñâÿçè êîìïàêòà X â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

B ñ ýëåìåíòàðíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçîâàíèÿìè Xn
â í¼ì. Â èòîãå,

êàæäóþ òî÷êó f �óíêöèîíàëüíîãî êîìïàêòà X ⊂ B ñëåäóåò çàäàâàòü ñ

òî÷íîñòüþ ε íåïðåìåííî n �êîîðäèíàòàìè�, åñëè æåëàòü, ÷òîáû ýòè êîîð-

äèíàòû íåïðåðûâíî çàâèñåëè îò òî÷êè, à ñàìà òî÷êà � îò êîîðäèíàò.

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 3, C. 5-18

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 3, P. 5-18



Áåëûõ Â.Í. 9

� 3. Íåïåðèîäè÷åñêèé C∞
-ãëàäêèé êëàññ Æåâðå.

�åçóëüòàò.

Ïóñòü C ≡ C[I] � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

I ≡ [−1, 1] �óíêöèé ψ(t) ñ íîðìîé ‖ψ‖ = max
t∈[−1,1]

|ψ(t)|; Pn ⊂ C � ïîäïðî-

ñòðàíñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n (n ≥ 0 öåëîå);
Ck ≡ Ck[I] � ïðîñòðàíñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà I
�óíêöèé ñ íîðìîé ‖ψ‖k = max0≤ν≤k ‖ψ (ν)‖; C∞ ≡ C∞[I] � ïðîñòðàíñòâî

áåñêîíå÷íî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå I �óíêöèé.
Ïóñòü En(ψ) ≡ inf

υn∈Pn
‖ψ−υn‖ � íàèëó÷øåå ÷åáûø�åâñêîå ïðèáëèæåíèå

íåïðåðûâíîé �óíêöèè ψ ìíîãî÷ëåíîì; ïðè÷¼ì inf âñåãäà äîñòèãàåòñÿ íà

íåêîòîðîì ýëåìåíòå υn èç ïîäïðîñòðàíñòâà Pn
.

Âåùåñòâåííóþ C∞
-ãëàäêóþ íà îòðåçêå I �óíêöèþ ψ(t) íàçîâ¼ì �óíê-

öèåé Æåâðå êëàññà α ≥ 1, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c
è A òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè t ∈ I è ∀k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|ψ( k)(t)| ≤ cAk k αk, α ≥ 1, c > 0, A > 0. (2)

Êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå �óíêöèé ψ èç ïðîñòðàíñòâà C k
àëãåáðàè÷å-

ñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Äæåêñîíà-Çèíâåëà [10℄:

En(ψ) ≤ Kk‖ψ(k)‖(n− k)!

n!
, n ≥ k > 0, Kk =

4

π

+∞∑

ν=0

(−1)( k+1)ν

(2ν + 1)k+1
≤ π

2
. (3)

Çäåñü Kk � êëàññè÷åñêèå ïîñòîÿííûå Ôàâàðà [11℄:

Ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3) óäîáíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (ñì. [12℄):

En(ψ) ≤
π

2
·
(

k

√
nk(n− k)!

n!

)k ‖ψ(k)‖
nk

≤ π

2
· e

k‖ψ(k)‖
nk

, n ≥ k > 0. (4)

Ïóñòü H ≡ {H(k)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Â ñèëó êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Àðöåëà ìíîæåñòâî C∞
-ãëàäêèõ �óíêöèé

K∞
H ≡ K∞

H [I] =
{
ψ ∈ C∞ : ‖ψ‖ ≤ H(0), ‖ψ(k)(t)‖ ≤ H(k), ∀k > 0

}

� êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå C íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå I �óíêöèé.
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10 Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

Â ðàáîòå [6℄ ïðåäëîæåí ñïîñîá îïèñàíèÿ êîìïàêòà K∞
H â òåðìèíàõ

�óíêöèè λ(r) ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà r ≥ 0, êîíñòðóèðóåìîé ïî íàáîðó {H(k)},
êîòîðûé ñâÿçàí ñ ìàæîðàíòîé H(k) ïîñðåäñòâîì íåðàâåíñòâà (4).

Ïóñòü f /∈ Pn
, ‖f‖ ≤ H(0), ‖f (k)‖ ≤ H(k) è limk→∞

k

√
H(k) = ∞.

Ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {H(k)} �óíêöèþ àðãóìåíòà r ≥ 0:

λ(r) =




H(0), 0 ≤ r < 1,

min
0≤k≤r

H(k)

rk
, r ≥ 1,

Òåîðåìà 1 (ñì. [6℄). Ïðè r ≥ 1 �óíêöèÿ λ(r) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâà-
åò, íåïðåðûâíà ñïðàâà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r → ∞; λ(r) ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè r → ∞ áûñòðåå ëþáîé êîíå÷íîé ñòåïåíè ÷èñëà r, ò.å. äëÿ ∀p ≥ 0
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå lim

r→∞
rpλ(r) = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íåðàâåíñòâî (4) ïåðåïèñûâàåòñÿ åù¼ òàê:

En(f) ≤
π

2
λ
(n
e

)
è λ(r) = min

0≤k≤r

H(k)

rk
. (5)

Îöåíêà ñâåðõó àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà αn

(
K∞

H , C
)
èçâëåêàåòñÿ

èç îïðåäåëåíèÿ (1). Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (1) è (5) íàõîäèì:

αn

(
K∞

H , C
)
= inf

(Xn, ν)
sup

f∈K∞

H
⊂C

‖f − ν(f)‖ ≤ sup
f∈K∞

H
⊂C
En(f) ≤

π

2
· λ

(n
e

)
.

Îòêóäà íàõîäèì íóæíóþ íàì äëÿ äàëüíåéøåãî îöåíêó ñâåðõó äëÿ âå-

ëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà C∞
-ãëàäêèõ (íåïåðèîäè-

÷åñêèõ) �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1 (ïîäðîáíîñòè ñì. [13℄):

αn

(
K∞

H , C
)
≤ c · b e−ρ

α
√
n, ρ = αe−1/ α

√
A/e, b = 0.5π e 0.5αe

α

√
A/e. (6)

Ïîëó÷èì òåïåðü äëÿ âåëè÷èíû αn(K
∞
H , C) îöåíêó ñíèçó. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîíàäîáÿòñÿ îöåíêè íåêîé âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè µ(r), ñâÿçàííîé ñ

êëàññîì C∞
-ãëàäêèõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé Æåâðå, èìåþùèì ìàæî-

ðàíòó G(k) = cAkkαk.

Ââåä¼ì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè µ(r)�àêòîâ.

Ïóñòü C̃ ≡ C̃[0, 2π]� êëàññ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ íà âñåé îñè

R �óíêöèé ñ íîðìîé ‖ϕ‖ = max
t∈[0,2π]

|ϕ(t)|. Ïðîñòðàíñòâî C̃ áóäåì òðàêòîâàòü

êàê ïðîñòðàíñòâî C[S] íåïðåðûâíûõ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S ≡ [ 0, 2π)
�óíêöèé, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè 2π-ïåðèîäè÷åñêîì èõ ïðî-

äîëæåíèè íà âñþ îñü R. Ïóñòü C̃k ≡ Ck[S] � ïðîñòðàíñòâî òàêèõ k ≥ 0 ðàç
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Áåëûõ Â.Í. 11

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà S ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ íîðìîé

‖ϕ‖k = max 0≤ν≤k ‖ϕ (ν)‖; C̃∞ ≡ C∞[S] � êëàññ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ áåñêî-

íå÷íî ãëàäêèõ íà îêðóæíîñòè S �óíêöèé.

Åñëè T m ⊂ C̃ � ïîäïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

ïîðÿäêà íå âûøå m (m ≥ 0 öåëîå), òî

em(ϕ) = inf
ιm∈T m

‖ϕ− ιm‖, ϕ ∈ C̃ (7)

� íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè ϕ ìíîãî÷ëåíîì èç T m
.

Ïóñòü G ≡ {G(k)} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

Â ñèëó òåîðåìû Àðöåëà êëàññ �óíêöèé

K̃∞
G ≡ K̃∞

G [S] =
{
ϕ ∈ C̃∞ : ‖ϕ‖ ≤ G(0), ‖ϕ(k)(s)‖ ≤ G(k), ∀k > 0

}

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå C̃ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ íà S �óíêöèé.

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê êîíñòðóêòèâíîìó îïèñàíèþ �óíêöèé ϕ(s) èç

ïðîñòðàíñòâà C̃ îñíîâûâàåòñÿ íà ó÷¼òå äëÿ öåëûõ m ≥ 0 êëàññè÷åñêèõ

íåðàâåíñòâ Ôàâàðà-Àõèåçåðà-Êðåéíà äëÿ ∀k ≥ 0 (ñì. [4, ãë. 3, � 1, ï. 5 ℄)

em(ϕ) ≤ Kk ·
‖ϕ(k)‖
mk

, m ≥ 0, Kk =
4

π

+∞∑

ν = 0

(−1)( k+1) ν

(2ν + 1)k+1
≤ π

2

è ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïî íàáîðó {G(k)} ñëåäóþùåé �óíêöèè

µ(r) =




G(0), 0 ≤ r < 1,

inf
k≥0

G(k)

rk
, r ≥ 1,

÷èñëîâîãî àðãóìåíòà r, îáëàäàþùåé íà ïîëóîñè r ≥ 0 ðÿäîì ïîëåçíûõ

ñâîéñòâ. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíñòàíò Ôàâàðà Kk óêàçàíû â [11℄.

Òåîðåìà 2 (ñì. [6℄). Ïóñòü limk→∞
k

√
G(k) = ∞. Ïðè r ≥ 1 �óíêöèÿ

µ(r) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò, íåïðåðûâíà è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r →
∞. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ µ(r) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ëþáîé êîíå÷íîé

ñòåïåíè ÷èñëà r, ò.å. äëÿ ∀ p ≥ 0 âåðíî ðàâåíñòâî lim
r→∞

r pµ(r) = 0.

Çíàê inf â îïðåäåëåíèè �óíêöèè µ(r) ìîæíî çàìåíèòü íà min, ò.å.

µ(r) = min
k≥0

G(k)

rk
, em(ϕ) ≤

π

2
µ(m).

Â ðàáîòå [6℄ äàíî îïèñàíèå êîìïàêòà K̃∞
G â òåðìèíàõ �óíêöèè µ(r).

Ñâîéñòâà �óíêöèè µ(r) ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â íàøåì ïîäõîäå ê ïîëó÷å-

íèþ îöåíêè ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû αm(K̃
∞
G , C̃) àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íè-

êà êîìïàêòà C∞
-ãëàäêèõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1.
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12 Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

Âåùåñòâåííóþ 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ C̃∞
-ãëàäêóþ íà S �óíêöèþ ϕ(s) íà-

çîâ¼ì �óíêöèåé Æåâðå êëàññà α ≥ 1, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû c è A òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè s îêðóæíîñòè S è äëÿ âñÿ-

êîãî öåëîãî k ≥ 0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (ñðàâíè ñ (2))

|ϕ( k)(s)| ≤ cAk k αk, α ≥ 1, c > 0, A > 0.

Â ðàáîòå [7℄ ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû ïîïåðå÷íèêà αm(K̃
∞
G , C̃)

êîìïàêòà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1. Âîò îíà:

α2m−1(K̃
∞
G , C̃) ≥

1√
2
· µ(m)

(2̟)
, µ(m) = c ·min

k≥0

Akkαk

mk
, ̟ ≡ 2 + e

α
√
A. (8)

Çàâåðøèì îöåíêó ñíèçó (8) äëÿ α2m−1(K̃
∞
G , C̃) ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

�àññìîòðèì �óíêöèþ

µα(ξ) = min
k≥0

kk α

ξk
, 0 < ξ <∞, α ≥ 1.

Òåîðåìà 3. Äëÿ �óíêöèè µα(ξ) ñïðàâåäëèâû äâóñòîðîííèå îöåíêè:

e
−α
e
ξ1/α

≤ µα(ξ) ≤ e

α e

2 e
−α
e
ξ1/α

, 0 < ξ <∞, α ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòûñêèâàåì ìèíèìóì �óíêöèè kkα/ξk = f(k), ñ÷è-
òàÿ k íåïðåðûâíî ìåíÿþùèìñÿ ïåðåìåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëîãàðè�ìè-

ðóÿ, äè��åðåíöèðóÿ è ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ, ïîëó÷àåì:

[ln f(k0)]
′ =

f ′(k0)

f(k0)
= − ln ξ + α ln k0 + α = 0, (9)

çäåñü k0 � çíà÷åíèå k, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèè f(k).
Èç (9) íàõîäèì: k0 =

1
e
ξ1/α è, ñëåäîâàòåëüíî,

min
k

ln f(k) = − α

e
ξ1/α, min

k
f(k) = e

−α
e
ξ1/α

.

Íî k èçìåíÿåòñÿ ïî íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, òàê ÷òî mink f(k) íåñêîëüêî
âûøå íàéäåííîãî. È ïîñêîëüêó

[ln f(k)]′′ =
α

k
> 0,

â öåëîé òî÷êå k1, áëèæàéøåé ñïðàâà ê k0 âåðíî,

ln f(k1) = ln f(k0) +
α

2k2
(k1 − k0)

2 < ln f(k0) +
α

2k0
(k0 < k2 < k1).
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Áåëûõ Â.Í. 13

Ñëåäîâàòåëüíî,

min
k

ln f(k) ≤ ln f(k1) < ln f(k0) +
α

2k0
= −α

e
ξ1/α +

α e

2
ξ−1/α,

îòêóäà

min
k
f(k) < e

α e

2
ξ−1/α

e
−α
e
ξ1/α

. (10)

Ïåðâûé ìíîæèòåëü â (10) ïðè ξ ≥ 1 îãðàíè÷åí âåëè÷èíîé C = e

α e

2
.

Åñëè æå 0 < ξ < 1, òî

min
k

kαk

ξk
≤ 1 ≤ e

α e

2 e
−α
e
ξ1/α

.

Èòàê, ïðè ëþáûõ ξ, 0 < ξ <∞, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

e
−α
e
ξ1/α

≤ µα(ξ) ≤ C e
−α
e
ξ1/α

, C = e

α e

2 .

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 äëÿ �óíêöèè µ(m) èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó ñíèçó:

c · e−ρ
α
√
m ≤ µ(m), ρ = αe−1/

α
√
A.

Ïîäñòàâèâ å¼ â (8), íàõîäèì îöåíêó ñíèçó âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêî-

ãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà C̃∞
-ãëàäêèõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé Æåâðå

êëàññà α ≥ 1:

α2m+1(K̃
∞
G , C̃) ≥ c·a e−ρ

α
√
m+ 1, ρ = αe−1 /

α
√
A, a =

1

2
√
2
· 1

2 + e α
√
A
. (11)

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñ¼ íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïèñàòü îöåíêó

ñíèçó äëÿ âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà αn(K
∞
H , C) êîìïàêòà

íåïåðèîäè÷åñêèõ C∞
-ãëàäêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1.

Ïîêàæåì, ÷òî êîìïàêò K̃∞
G [S] íà îêðóæíîñòè S íåïðåðûâíî âêëàäû-

âàåòñÿ â êîìïàêò K∞
H [I] íà êîíå÷íîì îòðåçêå I ≡ [−1, 1], à çàòåì, âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü ìîíîòîííîñòüþ ïîïåðå÷íèêà αn(K
∞
H [I], C) ïî âêëþ÷åíèþ

ìíîæåñòâ, âûïèøåì íèæíþþ îöåíêó åãî âåëè÷èíû ïðè n→ ∞.

Ïóñòü χ : I → S � îòîáðàæåíèå, ïîðîæä¼ííîå îòîæäåñòâëåíèåì ïðî-

òèâîïîëîæíûõ êîíöîâ îòðåçêà I. Ââåä¼ì íà I îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
L, îáúÿâèâ êðàåâûå òî÷êè îòðåçêà I ýêâèâàëåíòíûìè äðóã äðóãó, à âñå

îñòàëüíûå òî÷êè ýêâèâàëåíòíûìè ëèøü ñåáå. Îòðåçîê I ïðè ýòîì ðàç-

áèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
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14 Îöåíêà ñíèçó âåëè÷èíû àëåêñàíäðîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà êîìïàêòà

I/L, à îòîáðàæåíèå χ : I → S �àêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ îòîá-

ðàæåíèé: íåïðåðûâíîãî I → I/L è ãîìåîìîð�íîãî I/L → S, ïîñêîëüêó
íà ìíîæåñòâå I/L îïðåäåëåíà �àêòîð-òîïîëîãèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

îòîáðàæåíèå I/L→ S � ãîìåîìîð�íî [14, ãë. 1, � 1.3, ï. 6℄.

�àññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü Ŷ �óíêöèé ϕ ∈ K∞
H [I], äîïóñêàþùèõ óêàçàí-

íóþ �àêòîðèçàöèþ: s = χ(t) = π(1 + t) è ϕ(t) = ϕ̂(s). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

îòîáðàæåíèå ϕ→ ϕ̂ ëèíåéíî è ñ íå óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ îñóùåñòâëÿ-

åò èçîìåòðè÷åñêîå (ñì. [15, ãë. 3, � 7, ïðåäë. 3℄) âëîæåíèå ι : K∞
H [I] → C̃[S],

ïðè÷¼ì ι (Ŷ ) ⊃ K̃∞
G [S]; çäåñü G ≡ {π−kH(k)} è ϕ̂

( k)
s = π−k ϕ

( k)
t (∀k ≥ 0).

Ò.å. êëàññ K̃∞
G [S] ⊂ C̃∞

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïîäêëàññîì

êëàññà K∞
H [I] ⊂ C∞

è ïîòîìó α 2n+1(K̃
∞
G [S], C̃) ≤ αn+1(K

∞
H [I], C). Íî ïðè-

áëèæåíèå 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé (ñì. (7)) òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ìíî-

ãî÷ëåíàìè ïîðÿäêà íå âûøå n + 1 îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî T n ⊂ C̃
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè dim T n = 2n + 1. Ïîýòîìó îöåíêà ñíèçó äëÿ

âåëè÷èíû αn+1(K
∞
H [I], C) áóäåò íàéäåíà, åñëè â íåðàâåíñòâå (11) êîíñòàí-

òó A è ïàðàìåòð m âûáðàòü ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì A/π è n.
Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì äâóñòîðîííèå äëÿ ïîïåðå÷íèêà αn

(
K∞

H , C
)
îöåíêè.

Òåîðåìà 4. Îöåíêè àëåêñàíäðîâñêîãî n-ïîïåðå÷íèêà αn(K
∞
H , C) êîì-

ïàêòà K∞
H íåïåðèîäè÷åñêèõ C∞

-ãëàäêèõ �óíêöèé Æåâðå êëàññà α ≥ 1
ñ ìàæîðàíòîé H(k) = cAkkαk (c > 0, A > 0), îãðàíè÷åííî âëîæåííîãî â

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå I = [−1, 1] �óíêöèé èìåþò âèä:

c · a e−̺1
α
√
n ≤ αn

(
K∞

H , C
)
≤ c · b e−̺2

α
√
n, n ≥ 0 − öåëîå.

Çäåñü

̺1 = αe−1/ α

√
A/π, a =

1

2
√
2
· 1

2 + e α

√
A/π

,

̺2 = αe−1/ α

√
A/e, b = 0.5π e 0.5α e

α

√
A/e.

Àâòîð áëàãîäàðåí ðåöåíçåíòó çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ, ñïîñîáñòâóþùèå

ëó÷øåìó âîñïðèÿòèþ ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ.
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